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一
、

引 言

矩阵乘法是线性代数中常见的问题之一
，

许多数值计算问题都包含着矩阵乘法的计算
�

因

此
，

降低矩阵乘法算法的时间复杂度问题
，

多年来一直引起算法研究者们的高度重视
�

����年
，
�������� 提出了一个时间复杂度为 ��矿

。 “ ，
�的矩阵乘法算法 〔�� ，

第一次突破了

��矿�的界限
，

被誉为
“
在代数复杂性理论中最激动人心的结果

” 切
�

以后
，
又出现了一系列新

的矩阵乘法算法
��一，� �

据了解
，

迄今最好的算法是 ���� 年由 ��
�
提出的

，

其时间复杂度为
‘

��
。 ，·

钓呜�‘
��

�

矩阵乘法的算法最少需要多少时间量呢� ����� 指出
，
对于两个

”
阶方阵的乘法来说

，

记 阶的乘除法运算是必须的
�

但他认为
，
达到这个下界的算法大概是不存在的

‘�� �

本文给出矩阵乘法的一个算法
�

该算法适用于有理数矩阵
�

对于两个
”
阶方阵相乘

，

即

�
， ， 。 ，，

�问题
，
只需要 矿 阶的运算次数

�

对于
， 行 ，列矩阵和 。 行 �列矩阵的乘法

，

即 �
， ， 。 ，

��问题
，

运算次数的阶为 ��。 �， � ���
�

这样
，

本文提出的算法其运算次数的阶已达到 了理

论下界
。

二
、

非负整数矩阵乘法的算法

已知两个非负整数矩阵
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对于这个问题
，

可以通过下面的算法步骤来实现
�

第 �步� 计算
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…
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，
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于是求得积矩阵

� � ��
‘，�

� 二 ，�

上面提出的算法主要涉及乘法
、

除法
、

加法和比较运算
�

我们可以按算法步骤的顺序分别

拈算一下上述四种运算的运算次数
，

然后综合五个步骤
，
可以得出各种运算的次数分别为

比较运算 ��
， 十 �� 一 � 次

，

乘法运算 ��
。 � ‘ 一 幼 � 。 � �次

，

加法运算 ��
， 十 �一 �� � �次

，

除法运算 耐 一 �次

可见
，

对于非负整数矩阵的 �
， ， 。 ，

� 问题
，

本节给出的算法
，

其运算次数的阶为 ��。 �， �

止��
�

三
、

算法的正确性证明

在本节中
，

我们证明上节给出的算法的正确性
�

注意 自�和 久�都是非负整数
，
于是 二 ， ，，

。 。 和 ��等都是正整数
�

我们有
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所以
，

由
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�‘ 。吞�，�一‘ ，

成留 � 之� �

‘ � 艺 习 习
��。��，�

‘ 一 ‘，，一，一，·

户� � ‘ 一 � 介一 �

进一步可以得到
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�‘ 。��。，一，��，�一‘ ，

�� �，
�

，

…
，

或一 � 之一 �

于是

�，一 习 习
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，
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，

同样理由
，

我们可以得到
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，
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四
、

讨 论

�
�

在第二节提出的算法中
，

令 � ‘ �� ， ，

便可用于两个
�
阶方阵的乘法

，
即 �

， ， ， ，

叮

问题
�

这时
，

算法涉及的各种运算的次数为

比较运算 �，，
一 �次

，

乘法运算 �矿 十 �次
，

加法运算 �矿 一 ， � �次
，

除法运算 衬 一 �次
�

因此
，

对于非负整数矩阵的�
� ， � ，

的问题
，

算法所需要的运算次数的阶为 ��矿�
�

�
�

不难把算法推广到
�，，和 �，，为任意整数的情况

�

这时可以把 �
、
� 两个矩阵写成

� � ��
一 汉�

� ��人�
， � 。 一 �

�反�
� �

一

� � �� 一 ��

� ��去�
， 、 ，一 �好 �

�二，，
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其中 峨
，

崛
，
鱿 和 如 都是非负整数

。

而

才
·

� � ��
� 一 才一

�
·

��
十 一 �

一

�

� ���
·

�十 � �一 君
一

�一 ��一 �干 � �幸
·

�一

�
，

这样
，

整数矩阵乘法的运算次数等于非负整数矩阵乘法运算次数的四倍再加上 �耐 次加减运

算
�

�
�

如果 。 ‘�和 气，为有理数
，

不妨假设它们以既约分数的形式出现
，
且分母都是正整数

�

我

们可以求出所有元素的分母的最小公倍数
�，
由公式

� � �，�
· ，����

�

化为整数矩阵 “ 和 �� 的乘法
�

为了求所有元素的分母的最小公倍数
，
可以先求两个分母的

最小公倍数
，

然后再求该最小公倍数与第三个分母的最小公倍数
，……直到遍历所有元素的分

母
�

而求两个数的最小公倍数
，
可以通过辗转相除法求最大公约数来实现

�

上述工作所需要

的运算
，
不会增加总运算次数的阶

�

�
�

本文提出的算法
，
由于中间量 入

，
人 和 。 等可能是很大的整数

，

在计算机上实现会遇

到一定的困难
�

但本文的结果至少从理论上说明
，

运算次数的阶为 ��矿��对于 �
， ，
�

，

�问题

来说�
，

阶为 ��。 �。 十 ���的矩阵乘法算法是存在的
。
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